
Clear["Global`*"]
$Line = 0;

��������������������

���������������������

◼ ��������μν�������������������·���������������������������

Attributes[CenterDot] = {Orderless};

a_ + b_ · c_ := a · c + b · c

a_ · α_ b_ := α a · b /; NumberQ[α]

Attributes[g] = Orderless;

dot := Expand[#] //. 

z_[μ_] y_[μ_] ⧴ z · y, z_[μ_]2 ⧴ z · z, g[μ_, ν_] z_[ν_] ⧴ z[μ], g[μ_, α_]

g[α_, ν_] ⧴ g[μ, ν] , g[μ_, ν_]
2
⧴ d, g[μ_, μ_] ⧴ d // Simplify &

�������� ��� ����� ���� ������� ��������� ��� ���� ��������� ��������� ���� ������ �������� ������� ��� ������� �����
����������������������������������������

x[μ] x[α] y[μ] x[μ] // dot
x[μ] x[α] y[μ] x[α] // dot
x[μ] (x[μ] + y[μ]) // dot
x[μ] (x[ν] + y[ν]) g[μ, ν] // dot
g[μ, ν] g[ν, μ] // dot

x · x x[α] y[μ]

x · x x · y

x · x + x · y

x · x + x · y

d

◼ �������∂μ

��������μ��������� ������ ������ ����������� ���� ������ ��� ���� ���������� �μ ���� ���� ����������� ��� ��� ���������
������������������������������������������������������������������������������������������

der[x_][μ_][A_] := A /. {

x[α_] ⧴ x[α] + ϵ g[μ, α], x · x ⧴ x · x + 2 ϵ x[μ], x · y_ ⧴ x · y + ϵ y[μ]} //

SeriesCoefficient[#, {ϵ, 0, 1}] &



der[x][μ][x · x]
der[x][μ][x · y]
der[x][μ][f[x · y]]

2 x[μ]

y[μ]

y[μ] f′[x · y]

◼ ��������������������������������������������������������

P[μ_][A_] := -ⅈ der[x][μ][A]

M[μ_, ν_][A_] := -ⅈ x[μ] der[x][ν][A] - x[ν] der[x][μ][A]

Di[A_] := -Module[{λ}, x[λ] der[x][λ][A]]
Ks[μ_][A_] := 2 ⅈ x[μ] Module[{λ}, x[λ] der[x][λ][A]] - ⅈ x · x der[x][μ][A]

◼ ������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������μ�������������������������������������������
�������������������������

Di[P[μ][#]] - P[μ][Di[#]] ⩵ P[μ][#] &[f[x · k]] // dot

Di[Ks[μ][#]] - Ks[μ][Di[#]] ⩵ -Ks[μ][#] &[f[x · y, x · z]] // dot

Ks[μ][P[ν][#]] - P[ν][Ks[μ][#]] ⩵ 2 g[μ, ν] Di[#] - 2 ⅈ M[μ, ν][#] &[f[x · y]] //

dot

M[μ, ν][P[α][#]] - P[α][M[μ, ν][#]] ⩵ ⅈ g[μ, α] P[ν][#] - g[ν, α] P[μ][#] &[

f[x · y]] // dot

M[μ, ν][Ks[α][#]] - Ks[α][M[μ, ν][#]] ⩵ ⅈ g[μ, α] Ks[ν][#] - g[ν, α] Ks[μ][#] &[

f[x · y]] // dot

M[α, β][M[μ, ν][#]] - M[μ, ν][M[α, β][#]] ⩵

ⅈ g[α, μ] M[β, ν][#] + g[β, ν] M[α, μ][#] -

g[α, ν] M[β, μ][#] - g[β, μ] M[α, ν][#] &[f[x · y]] // dot

True

True

True

True

True

True
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◼ ��

��� ����������� ��������� ��� ���� ���������� ��� �������� ���������� ������ ���� ��������� ������� ���������� ���
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������

�����������������������������������������������

x1[μ]

x1 · x1
-

x2[μ]

x2 · x2

2
⩵

x1[μ] - x2[μ]2

x1 · x1 x2 · x2
// dot

True

����������������������������������������μ�

V[μ_] =
x1[μ] - x3[μ]

dist[1, 3]
-
x2[μ] - x3[μ]

dist[2, 3]

x1[μ] - x3[μ]

dist[1, 3]
-
x2[μ] - x3[μ]

dist[2, 3]

������������������������������������������������������������������������������

Inv[x_][μ_, ν_] := g[μ, ν] - 2
x[μ] x[ν]

x · x

der[x][μ]
x[ν]

x · x
 ⩵

1

x · x
Inv[x][μ, ν] // Simplify

True

����������������������������������������μ
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V[μ] /. xi_[μ] ->
xi[μ]

xi · xi
, dist[i_, j_] ->

dist[i, j]

xi · xi xj · xj
 // Expand

1

x3 · x3
Inv[x3][ν, μ] % // dot // Expand

% == V[ν] /. dist[i_, j_] → (xi - xj) · (xi - xj) // Simplify

x3 · x3 x1[μ]

dist[1, 3]
-
x3 · x3 x2[μ]

dist[2, 3]
-
x1 · x1 x3[μ]

dist[1, 3]
+
x2 · x2 x3[μ]

dist[2, 3]

x1[ν]

dist[1, 3]
-

x2[ν]

dist[2, 3]
+

x1 · x1 x3[ν]

x3 · x3 dist[1, 3]
-

2 x1 · x3 x3[ν]

x3 · x3 dist[1, 3]
-

x2 · x2 x3[ν]

x3 · x3 dist[2, 3]
+

2 x2 · x3 x3[ν]

x3 · x3 dist[2, 3]

True

�����������������������������������������������������������������μ
������������������������������������������������
��������������������������������������

Inv[x][μ, ν] Inv[x][ν, ρ] // dot

g[μ, ρ]

����������������������±�������������
∂� �

∂�
=���

-�
��

��������������������������μ
�������������������

pref = dist[1, 2]α12 dist[1, 3]α13 dist[2, 3]α23;

��������������������������������������

����������������
-Δ�

���
-Δ�

���
-(Δ�-�)

pref /. dist[i_, j_] ->
dist[i, j]

xi · xi xj · xj

% (x1 · x1)-Δ1
(x2 · x2)-Δ2

(x3 · x3)-(Δ-1);

%  pref // PowerExpand

SolveCases%, (xi_ · xi_)a_ → a ⩵ 0, {α12, α13, α23}

dist[1, 2]

x1 · x1 x2 · x2

α12 dist[1, 3]

x1 · x1 x3 · x3

α13 dist[2, 3]

x2 · x2 x3 · x3

α23

(x1 · x1)-α12-α13-Δ1 (x2 · x2)-α12-α23-Δ2 (x3 · x3)1-α13-α23-Δ

α12 →
1

2
-1 + Δ - Δ1 - Δ2, α13 →

1

2
1 - Δ - Δ1 + Δ2, α23 →

1

2
1 - Δ + Δ1 - Δ2

��������������������������������������������������������
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◼ ��

��� �������� ��μ �ν
�������� ��������� ���� ������� ��������������� ������ ���� ��� ����� ��μν� ��� ���� ������ �����

�α �
α
������������������������������

�μν = �μ �ν -
�

�
�α �α �μν

�����������������������������������������������������������������������������μ
μ = ��

�������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������

◼ �������

�� ���� ��� ��������� ����� �� �������� ������� ���������� ��� ����������� ����� ���� ��������������� ��������� ��� ����
��������������������������������������������������������������

�����������������������������

������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������

μ���������������������������������������������������������������
����������������
������������������������������������������������������������������������������� → � ��� �� →∞������
���������������������������������������������������������������������

◼ ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������

split[a_] := List @@ a /. ϕ[b_]n_ :> Times @@ Table[ϕ[b[i]], {i, 1, n}]

����������������������������������������������������������

wick[{}] := 1;
wick[{num_}] := num /; NumberQ[num]
wick[{a_}] := 0
wick[{num_, a__}] := num wick[{a}] /; NumberQ[num]
wick[{a_, b_}] := 〈a b〉
wick[a_ ] := Module[{aux = Delete[a, 1]},

Sum[〈a〚1〛 aux〚j〛〉 wick[Delete[aux, j]], {j, 1, Length[aux]}]]

�������������

wick[{ϕ[x1], ϕ[x2], ϕ[x3], ϕ[x4]}]

〈ϕ[x2] ϕ[x3]〉 〈ϕ[x1] ϕ[x4]〉 + 〈ϕ[x1] ϕ[x3]〉 〈ϕ[x2] ϕ[x4]〉 + 〈ϕ[x1] ϕ[x2]〉 〈ϕ[x3] ϕ[x4]〉

�����������μν���������������������������������������������������������������

∂μϕ ∂νϕ ��� �������� ���� ������ ����������� ������ ���� ������� ������ ��� �� ������������� ��������� ��������� ������� ���

ϕ�

t1[x_, y_][μ_, ν_] = der[x][μ][der[y][ν][#]] &;
t2[x_][μ_, ν_] =

-1

4 d - 1
d - 2 der[x][μ][der[x][ν][#]] + g[μ, ν] der[x][λ][der[x][λ][#]] &;
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���������������������������������������������������������������������������������������������������������

��� ������� ����� ��� ����� ��� ��������� ������������� �������� �ϕ��� ���� �ϕ��� ������ ��� ��μν ������ ������� ����

�����������������������������������������������

split[ϕ[x1] ϕ[x2] ϕ[xs] ϕ[ys]];

wick[%] /. 〈ϕ[xs] ϕ[ys]〉 → 0 /. 〈ϕ[a_] ϕ[b_]〉 →
norm

a - b · a - b
d-2

2

t1piece = t1[xs, ys][μ, ν][%] /. {xs → x3, ys → x3};

norm2 x2 · x2 - 2 x2 · xs + xs · xs
2-d

2 x1 · x1 - 2 x1 · ys + ys · ys
2-d

2 +

norm2 x1 · x1 - 2 x1 · xs + xs · xs
2-d

2 x2 · x2 - 2 x2 · ys + ys · ys
2-d

2

splitϕ[x1] ϕ[x2] ϕ[x]2

wick[%] /. 〈ϕ[x[1]] ϕ[x[2]]〉 → 0 /. {x[1] → x3, x[2] → x3} /.

〈ϕ[a_] ϕ[b_]〉 →
norm

a - b · a - b
d-2

2

t2piece = t2[x3][μ, ν][%] // dot;

{ϕ[x1], ϕ[x2], ϕ[x[1]], ϕ[x[2]]}

2 norm2 x1 · x1 - 2 x1 · x3 + x3 · x3
2-d

2 x2 · x2 - 2 x2 · x3 + x3 · x3
2-d

2

tcorr = t1piece + t2piece;

�������������������������������������������������������������������������

V[μ] V[ν] -
1

d
V[α] V[α] g[μ, ν] // dot ;

c12 T %

dist[1, 2]
Δ1+Δ2-Δ+2

2 dist[1, 3]
Δ1+Δ-Δ2-2

2 dist[2, 3]
Δ2+Δ-Δ1-2

2

/.

dist[i_, j_] → (xi - xj) · (xi - xj);
zero = % - tcorr // Expand //

Collect[#, {g[μ, ν], x1[μ] x1[ν], x2[μ] x2[ν], x3[μ] x3[ν], x1[μ] x2[ν],
x1[μ] x3[ν], x2[μ] x3[ν], x1[ν] x1[μ], x2[ν] x2[μ], x3[ν] x3[μ], x1[ν] x2[μ],
x1[ν] x3[μ], x2[ν] x3[μ]}, f[#] &] & // Cases[#, f[a_] → a, ∞] &

-
1

-1+d
2 norm2  ⋯ 1⋯ 

2
⋯ 1⋯  ⋯ 1⋯ 

-1- d

2

x2 · x2 - 2 x2 · ⋯ 1⋯ + x3 · x3
-1- d

2 +
2 ⋯ 5⋯  ⋯ 1⋯ 

⋯ 1⋯

-1+d
-

⋯ 1⋯

2 ⋯ 1⋯
+ ⋯ 148⋯ +

⋯ 1⋯

d
-

x2·x2 ⋯ 4⋯ c12 T
d

, ⋯ 8⋯ , ⋯ 1⋯ 

����� ������ ���� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ���� ��������

����������������������������������������������������������������������������������������������
���� ������� ���������� ������ ��� ������������ ��������� ���� ������ ��� ������������ ��� ��� ������ �� ����� ��� ����
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������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

zerosimp =

zero /. xi_ · xj_ →
-1

2
dist[i, j] - xi · xi - xj · xj /. dist[i_, i_] → 0 // Simplify


1

2 -1 + d d
dist[1, 2]

1

2
(-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ1) dist[2, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ2)

--2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 -

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-2-d-Δ-Δ1) dist[2, 3]

1

2
(2-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 +

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ1) dist[2, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ2)

--2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 -

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ1) dist[2, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ2)

--2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 -

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(2-d-Δ-Δ1) dist[2, 3]

1

2
(-2-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 +

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-2-d-Δ-Δ1)

dist[1, 3] - dist[2, 3] dist[2, 3]
1

2
(-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 +

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

-
1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ1)

dist[1, 3] - dist[2, 3]

dist[2, 3]
1

2
(-2-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2

dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 + 2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-2-d-Δ-Δ1)
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dist[1, 3] - dist[2, 3] dist[2, 3]
1

2
(-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 +

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

-
1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-d-Δ-Δ1)

dist[1, 3] - dist[2, 3]

dist[2, 3]
1

2
(-2-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2

dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 + 2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T ,

1

2 -1 + d
dist[1, 2]

1

2
(-2-Δ1-Δ2) dist[1, 3]

1

2
(-2-d-Δ-Δ1)

dist[1, 3] - dist[2, 3]2 dist[2, 3]
1

2
(-2-d-Δ-Δ2)

-2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 +

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T 

����� ������ ���� ����� �������� ��� ����������� ���� ������ ��������� ������ ����� ����������� ������ �������� ��� ���� ����
����������������������������������

zerosimp〚1, -1〛 // Expand // Simplify

% // List @@ # & //
#〚1〛

#〚2〛
& // Cases#, dist[i_, j_]α_

→ α ⩵ 0 &

dimensions = Solve[%, {Δ1, Δ2, Δ}]〚1〛
%%% /. dimensions // Simplify
c12t = Solve[% ⩵ 0, c12 T]〚1〛

--2 + d2 d norm2 dist[1, 2]
1

2
(2+Δ1+Δ2) dist[1, 3]

Δ+Δ1

2 dist[2, 3]
Δ+Δ2

2 -

2 -1 + d dist[1, 2]Δ/2 dist[1, 3]
d+Δ2

2 dist[2, 3]
d+Δ1

2 c12 T

-
Δ

2
+
1

2
2 + Δ1 + Δ2 ⩵ 0,

Δ + Δ1

2
+
1

2
-d - Δ2 ⩵ 0,

1

2
-d - Δ1 +

Δ + Δ2

2
⩵ 0

Δ1 →
1

2
-2 + d, Δ2 →

1

2
-2 + d, Δ → d

-dist[1, 2]d/2 dist[1, 3]-
1

2
+
3 d

4 dist[2, 3]-
1

2
+
3 d

4 -2 + d2 d norm2 + 2 -1 + d c12 T

c12 T → -
-2 + d2 d norm2

2 -1 + d


�� ���� ��������� �������� ����������� ����� ���� �������� ����������� ���� ���� ������������ ��� ���� ������ ������
�����������������������������������������������������������

zero /. dimensions /. c12t // Simplify

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}
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